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ΘΕΜΑ Γ 
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      Θεωρούμε τη συνάρτηση  g,  με  g (x) = xe - e  + 1,  με  g΄(x) = xe ,  x IR
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gmin  = g (0) = 0,  άρα  g (x) > 0, για κάθε  x  0. 
Επομένως  f΄(x) > 0,  για κάθε  xΙR,  άρα  f  γν. αύξουσα στο  IR, 
άρα  f  “1 – 1”,  άρα  f  αντιστρέψιμη. 
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1 1 (ε) :  y - f (0) = f΄(0) (x - 0)   (ε) :  y - 1 = x    (ε) :  y  = x + 1
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      H  f  είναι κυρτή στο  IR,  άρα η  C   βρίσκεται πάνω από 
      την εφαπτομένη  (

1  

ε)
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η το σημείο επαφής  Α (0 , 1),  άρα  
1      f (x) x + 1    2f (x) x + 2  και το  "="  ισχύει μόνο για  x = 0.
2

      Eπομένως η εξίσωση  2f (x) = x + 2  έχει ακριβώς μια λύση την  x = 0
      2   τ
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      Θεωρούμε τη συνάρτηση  h,  με  h (x) = 2f (x) - x - 2, x IR
      Eίναι  h΄(x) = 2f΄(x) - 1, x IR

      x  < x     f΄(x ) < f΄(x )   2f΄(x ) < 2f΄(x )   
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(x ) - 1   h΄(x ) < h΄(x )
      άρα η  h΄  είναι γνησίως αύξουσα στο  ΙR.

1      Είναι  h΄(0)  = 2f΄(0) - 1 = 2  - 1 = 0,  
2

       x < 0   h΄(x) < 0,  άρα  h  γν. φθίνουσα στο  (-  , 0)  

       x
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 > 0   h΄(x) > 0,  άρα  h  γν. αύξουσα στο  (0 , + ) 
       h (0) =  2f (0) - 2 = 0

       x < 0   h (x) > 0   άρα η  h (x) = 0  έχει μοναδική ρίζα το  0.

       x > 0   h (x) > 0
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ΘΕΜΑ Δ 
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f (x) f (x)
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1 1 2f (x) + x + e  = e f (t) t +  dt + 2,  x > 0   
x t

      Παραγωγίζουμε κατά μέλη και έχουμε : 

1 1       2f΄(x) + 1 - e  + e f (x) x + 
x x
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      Θεωρούμε τη συνάρτηση  S,  με  S (x) = x + e , x IR
      Είναι  S΄(x) = 1 + ex > 0,  
     άρα η  S  είναι γνησίως αύξουσα 
      άρα 
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 F΄(x) = f (t) dt  = f (x), x > 0

2x 1 2x      F΄΄(x) = f΄(x) =  =  2xx  + 1 x  + 1
x  + 1

x  + 1               = 



             

Δ2.

n

 
 

 
 

  
 

2 2

2 22

2

2 x  + 1  - 2x 2x 2 1 - x
 =  

2x 2x x  + 1

1 

x  + 1

- x 1 + x
               = , x > 0

x x  + 1








 

To πρόσημο της  f΄΄  άρα και την κυρτότητα της  f  την καθορίζει ο 
παράγοντας  (1 - x)  

 
 
 
 
 
       
                                                        σ.κ. 

1

F1
     F (1) = f (t) dt = 0,  άρα σημείο καμπής της  C   το  Σ (1 , 0)

     H  F  είναι παραγωγίσιμη στο  [1 , β] 
     Από  Θ.Μ.Τ.  υπάρχει  ξ (1 , β),  τέτοιο ώστε  

F (β) - F (1)     F΄(ξ) =  = 
β - 1





ε

F

F (β)  = λ
β - 1

     άρα υπάρχει ξ (1 , β),  τέτοιο ώστε η εφαπτομένη της  C   
     στο σημείο της   Μ (ξ , F (ξ))  είναι παράλληλη στην  (ε).

     Είναι  F΄΄(x) < 0  στο  [1 , β],  
     άρα η  F΄ είναι



 γνησίως φθίνουσα στο  [1 , β],  
     άρα το  ξ  είναι μοναδικό.
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 Θεωρούμε συνάρτηση  φ,  με  
      φ (x) = (x - 3)[F (β) + (1 - β)f (β)] + (β - 1)(x - 1)(x + 1) ,x [1 , 3]
       Η  φ  συνεχής στο  [1 , 3]  ως πράξεις συνεχών
       φ (1) = - 2 [F (β) + (1 - β)



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F΄  στο [1 , + )

f (β)] < 0,  διότι

F (β)          1 < ξ < β   F΄(ξ) > F΄(β)    > f (β)   
β - 1

          F (β) > (β - 1) f (β)   F (β) + (1 - β) f (β) > 0 

       φ (3) = 128 (β - 1) > 0
      Από  
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1 1 1 x -1 0

1

Θ. Bolzano υπάρχει  ένα τουλάχιστον  x (1 , 3), 
      τέτοιο ώστε  φ (x ) = 0   

      (x  - 3)[F (β) + (1 - β)f (β)] + (β - 1)(x  - 1)(x  + 1)  = 0  

(x  - 3)
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1

[F (β) + (1 - β)f (β)]
(x  - 3)

1

1

(β - 1) (x  - 1)
 + 

(x  - 1)

3
1

1 1

(x  + 1)
(x  - 3) (x  - 1)

3
1

1 1

3

 = 0  

F (β) + (1 - β) f (β) (β - 1) (x  + 1)      +  = 0
x  - 1 x  - 3

F (β) + (1 - β) f (β) (β - 1) (x + 1)    άρα η εξίσωση   +  = 0 
x - 1 x - 3

    έχει μια τουλάχιστον ρίζα στο  (1 , 3).

 Θα δείξου
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με ότι για κάθε  x > 0  ισχύει :

t        f  dt  t f (t) dt  
x

       x f (u) du  t f (t) dt  

       x f (t) dt  t f (t) dt  
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     Θεωρούμε τη συνάρτηση  h,  

     με  h (x) = x f (t) dt - t f (t) dt  x > 0

     h΄(x) = x f (t) dt - t f (t) dt  

             = (x)΄ f (t) dt + x f (t) dt  - t f 
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1   τρόπος
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1

x x
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(t) dt

             = f (t) dt + x f (x) - x f (x) = f (t) dt = F (x)

      f (A) = (-  , 0],  άρα  f (x) 0    - f (x) 0
      και το  "="  ισχύει μόνο για  x = 1

      αν  0 < x < 1,  τότε  -
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f (t) dt > 0   

       f (t) dt  > 0    h΄(x) > 0

      αν  x > 1,  τότε  -f (t) dt > 0   

       - f (t) dt  > 0    h΄(x) < 0
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                                                            hmax = h (1) = 0 
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Eπομένως για κάθε  x > 0  είναι :

h (x) 0   f (t) dt - t f (t) dt 0  

tf  dt  t f (t) dt
x
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      αν  0 < x t 1,  τότε :
        x - t 0

  (x - t) f (t) 0,  άρα
       f (t) 0

       (x - t) f (t) dt  0   

       xf (t) dt - tf (t) dt  0    

       xf (t) dt  
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x x

1 1

tf (t) dt    

       - xf (t) dt  - tf (t) dt  

       xf (t) dt  tf (t) dt

      αν  1 t x,  τότε :
        x - t 0

  (x - t) f (t) 0   -(x - t) f (t) 0,  άρα
       f (t) 0

       -(
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x - t) f (t) dt  0   

       - xf (t) dt + tf (t) dt  0    

       - xf (t) dt  - tf (t) dt      

       xf (t) dt  tf (t) dt

   Επομένως για κάθε  x > 0  ισχύει  :

    xf (t) dt
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